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PENGGUNAAN TEOREMA POLYA DALAM MENENTUKAN BANYAKNYA  
GRAF SEDERHANA YANG TIDAK SALING ISOMORFIS 
 




Salah satu permasalahan dalam Teori Graf adalah masalah enumerasi. Masalah enumerasi dapat 
diselesaikan salah satunya dengan Teorema Polya (Polya’s Theorem). Teorema Polya berkaitan dengan 
indeks sikel polinomial suatu grup, karena Teorema Polya merupakan teorema yang digunakan untuk 
menghitung banyaknya pola-pola suatu grup permutasi yang membentuk indeks sikel dari grup tersebut. 
Teorema Polya terdiri dari Teorema Polya I dan Teorema Polya II. Tujuan penelitian ini adalah 
mencari banyaknya graf sederhana yang tidak saling isomorfis yang dapat dibentuk dengan 5 titik 
menggunakan Teorema Polya I dan mendapatkan bentuk-bentuk graf sederhana dengan 5 titik yang 
tidak saling isomorfis menggunakan Teorema Polya II. Banyaknya graf sederhana yang tidak saling 
isomorfis yang diperoleh adalah 34, dan diketahui bentuk-bentuk grafnya yaitu 1 graf tanpa garis, 1 graf 
dengan 1 garis, 2 graf dengan 2 garis, 4 graf dengan 3 garis, 6 graf dengan 4 garis, 6 graf dengan 5 
garis, 6 graf dengan 6 garis, 4 graf dengan 7 garis, 2 graf dengan 8 garis, 1 graf dengan 9 garis, 1 graf 
dengan 10 garis. 
 
Kata kunci : Graf Isomorfis, Teorema Polya. 
 
PENDAHULUAN 
     Teori graf merupakan salah satu cabang dari ilmu Matematika Diskret. Graf adalah pasangan 
himpunan yang terdiri dari himpunan titik yang tak kosong dan himpunan garis yang mungkin kosong 
atau himpunan berhingga pasangan tak terurut dari elemen-elemen pada himpunan titik-titiknya. Di 
dalam teori graf terdapat beberapa permasalahan pokok salah satunya masalah enumerasi yang 
berkaitan dengan pencacahan. Salah satu cara yang digunakan untuk menyelesaikan masalah 
enumerasi adalah dengan Teorema Polya (Polya’s Theorem). Pada awalnya Teorema Polya digunakan 
dalam perhitungan banyaknya pola molekul yang terbentuk dari gabungan sejumlah atom-atom 
penyusunnya, yang diperkenalkan oleh seorang matematikawan George Polya pada tahun 1936. 
Teorema Polya terdiri dari Teorema Polya I dan Teorema Polya II. Teorema Polya I menjelaskan 
tentang banyaknya pola molekul yang terbentuk sedangkan Teorema Polya II  menjelaskan bentuk 
dari pola-pola yang terbentuk tersebut [1]. Teorema Polya merupakan suatu teknik perhitungan yang 
menggabungkan struktur aljabar abstrak dengan kombinatorika. Stuktur aljabar yang akan digunakan 
adalah konsep suatu grup   pada himpunan berhingga  .  
     Aplikasi yang dibahas mengenai penggunaan Teorema Polya dalam menentukan graf sederhana 
yang tidak saling isomorfis. Secara umum, dua buah graf dikatakan isomorfis jika graf tersebut dapat 
disusun sedemikian rupa sehingga tampilannya identik. Mencari graf isomorfis dengan   yang besar 
diperlukan waktu yang cukup lama dalam pengerjaannya, maka digunakan Teorema Polya dalam 
memudahkan perhitungan. Santosa pada penelitiannya mengaplikasikan Teorema Polya dalam 
menentukan graf sederhana dengan 4 titik yang tidak saling isomorfis [2]. Oleh sebab itu, penelitian 
ini melanjutkan penentuan banyaknya graf sederhana dengan 5 titik yang tidak saling isomorfis. 
     Tujuan dari penelitian ini adalah menghitung banyaknya graf sederhana yang tidak saling isomorfis 
menggunakan Teorema Polya I, dan mengetahui bentuk-bentuk graf sederhana tersebut menggunakan 
Teorema Polya II. Pada penelitian ini masalah dibatasi pada graf sederhana yang tidak saling  
isomorfis dengan 5 titik. 
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Langkah awal penelitian ini yaitu menentukan  suatu himpunan yang terdiri dari 5 titik, kemudian 
menguraikan indeks sikel polinomial suatu grup sehingga diperoleh persamaan indeks sikel 
polinomial. Selanjutnya dengan menggunakan Teorema Polya I  dapat diketahui banyaknya graf 
sederhana yang tidak saling isomorfis, dan dengan menggunakan Teorema Polya II diperoleh bentuk-
bentuk dari graf sederhana tersebut. 
 
TEOREMA POLYA PADA GRAF SEDERHANA YANG TIDAK SALING ISOMORFIS 
  
     Graf merupakan pasangan himpunan *  ( )  ( )+  yang terdiri dari  ( ) himpunan titik yang tak 
kosong dan berhingga, dan  ( ) himpunan garis yang mungkin kosong atau himpunan berhingga 
pasangan tak terurut dari elemen-elemen di  ( ) [3]. Cara mempresentasikan sebuah graf biasanya 
dengan diagram atau gambar. Umumnya titik-titik dinotasikan  ( )  *          + dan garis-garis 
dinotasikan  ( )  *             + atau  ( )  {(     )}. Pada suatu graf, terdapat kemungkinan 
adanya garis yang memiliki titik awal dan titik akhirnya sama disebut loop. Untuk dua garis atau lebih 
yang menghubungkan dua titik yang berbeda disebut memiliki garis ganda. Sesuai dengan stukturnya 
tersebut, graf dapat dibedakan menjadi graf sederhana dan graf tidak sederhana. Graf sederhana adalah 
graf yang tidak memuat loop maupun garis ganda. Sebaliknya, graf yang memuat loop maupun garis 
ganda disebut graf tidak sederhana. 
     Graf yang akan dibahas pada penelitian ini adalah graf sederhana yang tidak saling isomorfis. Dua 
graf disebut isomorfis jika keduanya menunjukkan bentuk yang bersesuaian. Kedua graf hanya 
berbeda dalam hal pemberian label titik dan garisnya saja.  
 
Definisi 1. [4] Diberikan dua buah Graf dengan   ( ( )  ( )) dan    . (  )  (  )/. Graf   
dikatakan isomorfis dengan    jika dan hanya jika ada korespondensi satu-satu dari himpunan 
titik   ( ) ke  (  ) dan himpunan garis  ( ) ke  (  )  
 
Untuk memeriksa dua buah graf yang isomorfis terdapat beberapa hal yang harus dipenuhi, yaitu 
memiliki jumlah titik yang sama, jumlah garis yang sama, titik yang bersesuaian memiliki jumlah 
derajat yang sama,   dan    adalah isomorfis jika titik-titiknya dapat diurut dengan cara sedemikian 
rupa sehingga matriks ikatan (adjacent) identik. Jika dua graf tidak memenuhi salah satu dari syarat 
tersebut, maka menyebabkan graf tidak saling isomorfis. 
     Sebelum membahas lebih jauh tentang Teorema Polya, dibahas tentang Grup Simetri, Tipe dan 
Indeks Sikel Polinomial Permutasi, dan Indeks Sikel Polinomial Grup. Grup simetri adalah himpunan 
dari semua permutasi yang mungkin pada himpunan berhingga S dengan   anggota, dengan operasi 
komposisi fungsi membentuk suatu grup. Grup Simetri dinotasikan dengan   . Jika diberikan      
adalah komposisi dari sikel-sikel yang disjoint yang terdiri dari panjang 1 sebanyak   , sikel dengan 
panjang 2 sebanyak   , … , sikel panjang n sebanyak   , dengan      yang memenuhi         
         maka tipe permutasi dari   adalah ,          - dan indeks sikel dari   adalah 
 (       )    
    
     
                                                       ( ) 
   mereprentasikan sikel dengan panjang      ,    adalah jumlah sikel dengan panjang n pada 
komposisi tipe sikel. Sedangkan indeks sikel polinomial suatu grup adalah suatu grup permutasi ( ), 
Jika      maka indeks sikel polinomial dari    adalah 
 (       )  
 
   
∑  ( )
   
 
 
   
∑   
    
     
  
   
                         ( ) 
Dengan  ( ) adalah indeks sikel polinomial dari   dan | | adalah order grup [5]. 
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APLIKASI TEOREMA POLYA PADA GRAF SEDERHANA 
 
Diberikan himpunan titik   *         + yang merupakan himpunan titik suatu graf dengan 
   . Apabila n titik pada graf  dikenai permutasi maka pasangan titik tak terurut dari himpunan titik 
tersebut juga mengalami permutasi. Pasangan titik tak berurut dapat dipandang sebagai garis. Jika 
himpunan permutasi pada titik-titik suatu graf membentuk Grup Simetri (  ), seluruh bentuk grup    
adalah        120 sebagai berikut : 
   ( )( )( )( )( )     (       )( )     (   )( )(   ) 
   ( )( )( )(   )     (     )( )( )     (       )( ) 
   ( )( )(     )     (         )     (     )( )( ) 
   ( )( )(   )( )     (       )( )     (       )( ) 
   ( )( )(     )     (     )( )( )     (   )(     ) 
   ( )( )(   )( )     (       )( )     (         ) 
   ( )(       )     (         )     (       )( ) 
   ( )(     )( )     (     )(   )     (         ) 
   ( )(       )     (     )( )( )     (     )(   ) 
    ( )(     )( )     (     )(   )     (   )(   )( ) 
    ( )(   )(   )     (         )     (         ) 
    ( )(   )( )( )     (       )( )     (     )(   ) 
    ( )(   )(   )     (         )     (         ) 
    ( )(       )     (       )( )     (   )(     ) 
    ( )(     )( )     (       )( )     (   )(   )( ) 
    ( )(       )     (     )( )( )     (       )( ) 
    ( )(     )( )     (       )( )     (         ) 
    ( )(   )( )( )     (     )( )( )     (       )( ) 
    ( )(       )     (   )( )(   )     (     )( )( ) 
    ( )(     )( )     (   )( )( )( )      (       )( ) 
    ( )(   )( )( )     (         )      (         ) 
    ( )(     )( )     (     )(   )      (     )(   ) 
    ( )(       )     (   )(   )( )      (   )( )( )( ) 
    ( )(   )(   )     (    )(     )      (     )( )( ) 
    (   )( )( )( )     (         )      (       )( ) 
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    (   )(   )( )     (   )(   )( )      (     )( )( ) 
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Selanjutnya dari elemen-elemen permutasi tersebut akan diperoleh tipe permutasi dan indeks sikel 
permutasi. Pola tipe-tipe rantai yang diperoleh sebagai berikut: 
1. Bentuk ,         - ada 1 dengan indeks sikelnya :     
  
2. Bentuk ,         - ada 10 dengan indeks sikelnya :   
    
3. Bentuk ,         - ada 20 dengan indeks sikelnya :   
    
4. Bentuk ,         - ada 30 dengan indeks sikelnya :      
5. Bentuk ,         - ada 15 dengan indeks sikelnya :     
  
6.  Bentuk ,         - ada 20 dengan indeks sikelnya :      
7.  Bentuk ,         - ada 24 dengan indeks sikelnya :    
 
Jika himpunan permutasi pada titik-titik suatu graf membentuk grup simetri (  ), maka permutasi 
dari pasangan titik tersebut juga membentuk grup simetri (  ). Sehingga akan dibentuk indeks sikel 
   (permutasi garis pada graf) dengan membangkitkan indeks sikel pada    yang sudah diperoleh. 
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Contoh : Diketahui    dengan  bentuk ,         - dengan indeks sikel :   
    
   (
             
             
)  ( )( )(     ) 
  
  (
                                     
                                      
) 
 (  )(        )(        )(        ) 
Bentuk     
    akan membangkitkan indeks sikel     
   
Keseluruhan perubahan indeks sikel    menjadi indeks sikel    adalah  
  
     
  ,     
      
   
     
        
 ,             
 ,      
    
   
 ,             ,      
 . 
Sehingga, dengan menggunakan persamaan (2) diperoleh : 
 (                   )   
 
   
[
  
       
   
        
        
  
    
   
               
 ]                                                             ( ) 
 
Selanjutnya, indeks sikel    diaplikasikan pada Teorema Polya I dan Teorema Polya II 
Teorema 1. Diberikan himpunan tidak kosong     *         + dengan | |         dan 
| |      Jika   merupakan grup permutasi yang beraksi pada   dengan indeks sikel Z(G; x1,x2,. . 
.,xn), maka banyaknya pola berbeda di   terhadap   adalah Z(G; r,r, . . . , r). 
Bukti : 
Jika   suatu sikel-sikel dari suatu grup permutasi,      , maka didalam   terdapat sikel-sikel dengan 
pola yang sama misalkan   dimana     ( ) dengan   ( ) adalah himpunan dari sikel-sikel yang 
polanya tetap. jika dan hanya jika   tetap oleh tiap-tiap sikel dari  , dan jika   permutasi bertipe 
,           - maka banyaknya sikel yang disjoint di   adalah             . Dari definisi tipe 
sikel dan indeks sikel, dengan beranggapan bahwa              maka banyaknya permutasi 
yang tetap oleh   adalah   
    
     
              =             jadi didapat    ( )  
             dengan ,            - adalah tipe permutasi    
Berdasarkan Teorema Burnside [5], banyaknya sikel yang berbeda adalah  
  =  
 
   
 ∑    ( )     
 = 
 
   
 ∑                 
= 
 
   
 ∑        
       
 = 
 
   
 ∑     (            ) 
 =   (            )   
Pada graf sederhana hanya terdapat dua keadaan pada himpunan Y, yaitu ada garis pada himpunan 
titik dan tidak ada garis pada himpunan titik , sehingga     maka menyebabkan            
         , dengan memasukkan nilai pada persamaan (3) diperoleh : 
 (                   )   
 
   
[
  
       
   
        
        
      
   
               
     
 ] 
 (            )             
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,                            - 
   
 
   
,    -         
Jadi, untuk graf yang memuat 5 titik, maka akan terdapat 34 graf  yang tidak saling isomorfis.
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Teorema 2. Misalkan     *         +, dengan indeks sikel polinomial    
     
     
       
  . 
dimana | |     jadi fungsi pembangkit pola di C adalah F(          ) =  (   ,          - ) 
dengan [y1, y2, . . . , yn] = (y1 +y2 + … +yr   
  +   
  +…+  
  …    
  +   
  +…+  
 ) 
     
Ambil 2 bobot pada himpunan  Y , misalkan T = tak ada garis  dan  A= ada garis kemudian 
subtitusikan                                            pada persamaan, 
sehingga diperoleh : 
 
 (                   )
 
 
   
,(   )     (   ) (     )    (   )(     ) 
   (     )(     ) 
   (   ) (     )    (   )(     )(     )    (     ) - 
 
dilakukan perkalian pada tiap suku diruas kanan kemudian sederhanakan sehingga diperoleh : 
 (                   )
                                                    
           
artinya bahwa untuk graf yang terdiri atas 5 titik akan terdapat graf-graf  yang tidak saling isomorfis 
yang memenuhi rincian sebagai berikut : 
 
Tabel 1. Graf  yang Tidak Saling Isomorfis 
 Gambar 
1 graf tanpa garis  
 
 
1 graf dengan 1 garis 
 
 
2 graf dengan 2 garis 
 
 
4 graf dengan 3 garis  
 
 
6 graf dengan 4 garis  
 
 
6 graf dengan 5 garis  
 
 
6 graf dengan 6 garis 
 
 
4 graf dengan 7 garis 
 
 
2 graf dengan 8 garis  
 
 
1 graf dengan 9 garis  
 
 








Pada graf sederhana dengan 5 titik  menggunakan Teorema Polya I diperoleh 34 graf  yang tidak 
saling isomorfis. Secara umum, Teorema Polya I dapat digunakan untuk menghitung banyaknya graf 
sederhana yang terdiri dari   titik yang tidak saling isomorfis. Dengan menggunakan Teorema Polya II 
dapat diketahui bentuk-bentuk dari 34 graf tersebut, yaitu : 1 graf tanpa garis, 1 graf dengan 1 garis, 2 
graf dengan 2 garis, 6 graf dengan 4 garis, 6 graf dengan 5 garis,  6 graf dengan 6 garis, 4 graf dengan 
7 garis, 2 graf dengan 8 garis,  1 graf dengan 9 garis,  1 graf dengan 10 garis. 
Teorema Polya dan Indek Sikel Polinomial dari suatu grup memiliki banyak aplikasi. Tidak hanya 
enumerasi pada graf sederhana, tetapi dapat dikembangkan pada jenis graf-graf lain, misalnya graf 
tidak sederhana, graf berarah dan graf komplit. 
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